
tremely stable at high pressure and low magnetic 
field. Near the boundary between the stable and un-
stable states it was possible to induce similar oscil-
lations of the electron temperature in the stable state 
as well. A qualitative interpretation of the observed 
phenomena is obtained from the energy balance of 
the electron gas, taking into account the thermal 
conduction perpendicular to the magnetic field. Al-
lowance should be made, moreover, for the fact that 
the entire plasma rotates in the E x B direction. 
This model allows the behaviour of the plasma to be 
explained qualitatively. Finally the Q-PIG discharge 
is compared with both conventional PIG discharges 
and various other types of discharges. 

This work was undertaken as part of the joint re-
search programme between the Institut für Plasmaphy-
sik and EURATOM. 
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Zur Rayleigh-Taylor-Instabilität eines rotierenden Wasserstofflichtbogens 
im axialen Magnetfeld 

H . F . D Ö B E L E 

Institut f ü r P l a s m a p h y s i k , Garch ing b e i M ü n c h e n 

(Z. Naturforsch. 25 a, 273—282 [1970] ; eingegangen am 28. November 1969) 

T h e R a y l e i g h - T a y l o r instabi l i ty o f a rotat ing h y d r o g e n arc in an ax ia l m a g n e t i c field is investi -
g a t e d wi th a l l o w a n c e f o r e lectr i ca l c o n d u c t i o n , heat c o n d u c t i o n a n d v iscos i ty . T h e r - d e p e n d i n g part 
o f the p e r t u r b a t i o n w a s assumed to b e in the f o r m of a h a l f - p e r i o d of a s tand ing wave . T h e c o r -
r e s p o n d i n g d i s p e r s i o n relation is der ived in the W K B - a p p r o x i m a t i o n and is so lved n u m e r i c a l l y . 
In contras t w i t h t h e case w i thout d iss ipat ion , the f r e q u e n c i e s and g r o w t h rates o f the d i f f e rent 
m o d e s d e p e n d o n the parameters o f the unper turbed p l a s m a c o l u m n . T h e c a l c u l a t i o n s h o w s , in 
qual i tat ive a g r e e m e n t with the e x p e r i m e n t , that with increas ing m a g n e t i c field the h ighest g r o w t h 
rate passes s u c c e s s i v e l y to the n e x t h i g h e r m o d e . 

I. Einführung 

In einer früheren Veröffentlichung 1 ist über das 
Auftreten von Rayleigh-Taylor-Instabilitäten an 
einem rotierenden Wasserstofflichtbogen mit Hohl-
anode in einem axialen Magnetfeld berichtet wor-
den. Der Bogen brannte bei etwa 3 — 4 Torr über 
eine Länge von 12 cm zwischen einer Wolfram-
kathode und einer rohrförmigen Anode aus Kupfer. 
Die Stromstärke betrug für die meisten Messungen 
1600 A. Magnetfeldstärken bis 28 kG konnten er-
reicht werden. Die Rotation wird hervorgerufen 
durch die j x B-Kraft, die mit der radialen Strom-
dichtekomponente in der Anode verbunden ist. Die 
Rotationsgeschwindigkeit wurde aus dem Doppier-
Effekt der Linie 3995 Ä des in geringer Menge zu-
gefügten Stickstoffs bestimmt. Sie erreicht am Bo-
genrand den Wert 2,8 • 106 cm/sec. Die Instabilität 
zeigt sich in Form von periodischen Lichtintensitäts-

S o n d e r d r u c k a n f o r d e r u n g e n an Dr . H. F . DÖBELE, Institut 
f ü r P l a s m a p h y s i k , D-8046 Garching be i M ü n c h e n . 

Schwankungen der vom Bogenrand ausgehenden 
Strahlung. Die beobachteten Frequenzen liegen je 
nach Magnetfeldstärke zwischen 0,9 und 1,45 MHz 
und entsprechen den Moden m = 4 (bei 16 kG) bis 
m = l (bei 26 kG). Die Amplituden erreichen maxi-
mal 10% des Intensitätsmittelwertes. Die verschiede-
nen Moden wurden durch „end-on"-Beobachtung der 
Phasenlage der Signale am Bild des Innenrandes 
der Anode mit zwei Photomultipliern und nachfol-
gender Korrelationselektronik identifiziert. Man fin-
det, daß die azimutale Wellenzahl m in der Weise 
von der Magnetfeldstärke abhängt, daß mit steigen-
der Feldstärke nacheinander höhere Moden auftre-
ten. Durch Beobachtung der Störungen unmittelbar 
vor beiden Elektroden findet man, daß bei voll aus-
gebildeter Instabilität keine meßbare Verschraubung 
besteht; d. h. es liegt eine „Flute"-Instabilität vor 
mit parallel zu den Magnetfeldlinien verlaufenden 
Störungen. 

1 H . F . DÖBELE, Z . Natur forsch . 2 4 a, 1 2 4 9 [ 1 9 6 9 ] . 
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II. Rotationsinstabilität in der Näherung 
der idealen Magnetohydrodynamik 

Die Stabilität einer mit der Winkelgeschwindig-
keit ü in einem achsenparallelen Magnetfeld starr 
rotierenden, zylindersymmetrischen Plasmasäule 
ohne Dissipation wurde von TAYLOR 2 und HAINES 3 

untersucht. Wir wollen die Herleitung der Disper-
sionsbeziehung daher nur kurz umreißen: 

Das Plasma wird durch die folgenden Gleichungen 
beschrieben: 

3 o / 3 j + div£>l? = 0 , (1) 

dp/dg = yp/g, (2) 

E = - v x B , (3) 

Q • dv/dt = - grad p + jxB . (4) 

Hinzu kommen die Maxwellschen Gleichungen. 
Im ungestörten Zustand ist die azimutale Ge-

schwindigkeit vv = D • r. In axialer Richtung soll 
keine Strömung und auch kein elektrischer Strom 
vorhanden sein. In 99-Richtung ist ein Strom j<p(r) 
zugelassen. Dementsprechend hat die Magnetfeld-
stärke nur eine z-Komponente Bz(r). Die Gleich-
gewichtsbedingung lautet: 

. BL 
dr \ P o + 2 tu 

QO&'T. (5) 

Dabei sind p 0 ( r ) un (^ £o ( r ) die Druck- bzw. Dichte-
verteilung im Gleichgewicht. 

Von den erwähnten Gleichgewichtsgrößen geht 
man zu folgenden Größen über: 

V = V0 + V* = (v*; vv + vl; 0 ) 

B = B0 + B* = ( 0 ; 0 ; Bz + Bz) 

j = h + i* = ( j r ; jcp + j l ; 0 ) 

Q = Q0 + O* 

P = Po + P*-

Es läßt sich zeigen3 , daß B* und By verschwinden. 
Es werden inkompressible Störungen 2 der Form 

z*(r,<p,t) = i ( r ) ( 6 ) 

betrachtet, und aus den linearisierten Gin. (1) bis 
(3) die Störgrößen für Dichte Q*, Druck p* und die 
z-Komponente des Magnetfeldes Bz gewonnen, die 
sämtlich die folgende Gestalt haben: 

* i » d x 0 
x*= — v, CO dr (7) 

Dabei wurde zur Abkürzung co = co + m Q gesetzt. 
dx0 /dr bezeichnet den entsprechenden Gradienten 
im ungestörten Zustand. 

Diese Störgrößen werden in die Bewegungsglei-
chung (4) eingesetzt, nachdem man diese linearisiert 
hat. Mit (5) und den Maxwell-Gleichungen erhält 
man daraus folgende Gleichung für die r-Kompo-
nente: 

1 co vr 

.Q2 
- 2 . Q v i = 0 

und für die 99-Komponente: 

l CO vw — 
Q 2 

- 2 Q ) Vr = 0 . 

(8) 

(9 ) 

Wir multiplizieren (8) mit —i und addieren ( 9 ) . 
Wir definieren formal eine neue Geschwindigkeit 
v* = vr + i Vy und erhalten: 

, m.Q2 

co - — + 2 ü 1 v 
CO 

0 . 

Für die erste Lösung ergibt sich: 

oj = - (m + 1) ü ± Q Vm~+ 1 

(10) 

(11) 
Diese Frequenz ist rein reell. Die zweite Lösung 
lautet v* = 0, oder: 

v* = — i ü * . (12) 

Dies ist Taylors "universal mode" . Setzt man (12) 
in (8) oder auch (9 ) ein, so findet man die Lösung 

c o = - ( m - l ) Q ± i Q V m - \ . ( 1 3 ) 

Diese Dispersionsbeziehung beschreibt Wellen, die 
sich — vom Laborsystem aus gesehen — in der 
Umdrehungsrichtung der Plasmasäule ausbreiten, 
aber etwas hinter dieser zurückbleiben. Langwellige 
Störungen bleiben dabei mehr zurück als kurzwel-
ligere. Auffallend an (13) ist insbesondere, daß die 
Frequenzen und Anwachsraten unabhängig von der 
Druck- und Dichteverteilung im ungestörten Zustand 
sind. 

Zur Bestimmung des r-abhängigen Amplituden-
faktors x (r) gehen wir von der Inkompressibilität 
div t>* = 0 (vgl. 2 ) aus 

1 3 , 1 
— {rvr) + mvw 
r dr r 

0 

Mit (12) ergibt sich 

(14) 

J. B. TAYLOR, P lasma Phys i c s 4, 401 [ 1 9 6 2 ] . 3 M . G. HAINES, Adv . Phys i c s 1 4 , 1 6 7 [ 1 9 6 5 ] , 



Diese Abhängigkeit zeigt, daß der Amplitudenfaktor 
für große m im Zentrum der Plasmasäule praktisch 
verschwindet, und daß sich die Instabilität auf die 
Randzonen konzentriert. Bezeichnet man den Rand 
der Plasmasäule mit R und mit D die Breite der 
Zone, die durch den Rand und diejenige Stelle be-
grenzt wird, an der die Amplitudenfunktion auf 1/e 
des Maximalwertes am Rand abgenommen hat, so 
gilt für m 1: 

D^R/m. (16) 

Die Instabilität ist also am Rand lokalisiert, und 
die an der Instabilität beteiligte Zone wird propor-
tional m schmäler. 

III. Theorie mit Dissipation 

Der Vergleich der experimentellen Befunde mit 
der im vorangegangenen Abschnitt dargelegten dis-
sipationsfreien Theorie zeigt neben übereinstimmen-
den Resultaten (siehe *) auch deutliche Diskrepan-
zen. Insbesondere die im Experiment beobachtete 
Abhängigkeit der azimutalen Wellenzahl m von der 
Magnetfeldstärke kann nicht erklärt werden. Zu-
nächst sei erwähnt, daß Stabilisierung durch endliche 
Larmor-Radien der Ionen, die beispielsweise im Fall 
des rotierenden Thetapinch-Plasmas 4 für das Aus-
bleiben von Moden mit m > 2 verantwortlich ist, im 
vorliegenden Fall ausscheidet, weil die Gyroradien 
sehr klein im Vergleich zu den Dimensionen des 
Plasmas und der Störungen sind. 

Die Frage, ob die dissipativen Mechanismen (el. 
Widerstand, Wärmeleitfähigkeit und Viskosität) 
eine Rolle spielen, läßt sich an Hand der entspre-
chenden charakteristischen Zeiten abschätzen, die an-
geben, nach welcher Zeit eine Störung durch Dissipa-
tion wieder ausgeglichen ist. Die Abschätzungen zei-
gen, daß man insbesondere für Moden mit großem 
m mit dissipativen Effekten rechnen muß, da die 
charakteristischen Zeiten proportional 1 \m2 sind. 
Man wird außerdem auch nicht erwarten können, 
daß auch im Fall mit Dissipation Frequenzen und 
Anwachsraten unabhängig von den Plasmagrößen 
des ungestörten Zustands sind. Da im Fall des Bo-
genplasmas sowohl die Druck- und Dichteverteilung 

4 N . ROSTOKER U. A . C . KOLB, Phys . Rev . 124 , 9 9 5 [ 1 9 6 1 ] . 
5 R . WIENECKE, Z . Natur fo rs ch . 18 a, 1151 [ 1 9 6 3 ] . 
6 W . FINKELNBURG U. H . MAECKER, i n : H a n d b u c h der P h y -

sik, B d . X X I I , Hrsg . S . FLÜGGE, Spr inger -Ver lag , Berl in 
1 9 5 6 . 

(vgl. W I E N E C K E 5 ) , wie auch die Transportkoeffi-
zienten vom Magnetfeld abhängen, kann man hier 
einen magnetfeldabhängigen Stabilisierungsmecha-
nismus für Moden mit großem m vermuten. 

a) Erweiterung der Grundgleichungen 

Neben der Kontinuitätsgleichung (1) verwenden 
wir die Energiegleichung in der folgenden Form 6 : 

= - p d i v l ? - d i v q + — . (17) 
at o 

Dabei ist u die innere Energie pro Gramm, q der 
Wärmestrom und o die elektrische Leitfähigkeit. 

Für ein vollionisiertes Plasma kann man auch 
schreiben 7 : 

| ^ + | p d i v r + d i v q = f / « . (18) 

Die Bewegungsgleichung mit Viskosität lautet: 

e ^ = -grad p + j x B ( 1 9 ) 

+ ju (f grad div V — rot rot V). 

Das Ohmsche Gesetz verwenden wir in der Form: 

j = o(E + vxB). (20) 
Verschiedene Untersuchungen (z. B. 8) zeigen, daß 
der Einfluß des weggelassenen Druck- und Hall-
Terms auf die Stabilität ohne maßgeblichen Einfluß 
ist. 

b) Störansatz 

Im Falle ohne Dissipation hatte sich gezeigt, daß 
sich die Instabilität in einer schmalen Zone am Rand 
der Plasmasäule abspielt. Wir betrachten daher auch 
hier Moden, die am Rand lokalisiert sind. Im Ge-
gensatz zu dem in Abschn. II behandelten Modell 
findet jedoch beim Lichtbogenplasma am Rande ne-
ben dem Abfallen der Rotationsgeschwindigkeit ein 
stetiger Ubergang ins Neutralgas statt, so daß dort 
die Amplitudenfunktion x (r) [vgl. Gl. (6) ] ver-
schwinden muß. Wir versuchen daher die Amplitu-
denfunktion als Halbperiode einer Kosinusfunktion 
darzustellen, die sich als stehende Welle und damit 
als Überlagerung einer radial ein- und einer auslau-

7 G le i chung (18 ) gilt aud i für ein te i lweise ionis iertes P lasma, 
wenn die S t ö r u n g e n sich schnell i m Verg le i ch zur Einstel l -
zeit des Ion isat ionsg le i chgewichtes absp ie len . M a n erhält 
in d iesem Fal l d i ese lbe D i spers i onsbez i ehung . 

8 B . BUTI, M . S . DIXIT, N . K . NAYYAR U. S. K . TREHAN, 
Nuc lear Fus i on 5 , 17 [ 1 9 6 5 ] . 



fenden Welle beschreiben läßt. Unter Annahme von 
WKB-Bedingungen (schwache Änderung der Plasma-
parameter über eine Wellenlänge) machen wir für 
die Wellen den folgenden Ansatz: 

X* ( r , cp, t) =x-eWrdr+m<p+<ot) ^ ( 2 1 ) 

Dabei hängt kr nur schwach von r ab. Für die vor-
kommenden Ableitungen nach r kann man jetzt i kr x* 
schreiben. Auf diese Weise wird das Problem al-
gebraisch. An die Stelle der Randbedingungen tritt 
nun die Bedingung, daß die Uberlagerung der ein-
und der auslaufenden Welle eine stehende Welle 
bilden muß, damit am Bogenrand alle Störungen 
zeitunabhängig verschwinden. Wir schreiben zur 
Abkürzung 

Lkr = l, (22) 

wobei L denjengen Radius bezeichnet, an welchem 
die Instabilität lokalisiert ist. Ferner ist zugelassen, 
daß l komplex ist, was einer räumlichen Dämpfung 
der Welle entspricht: 

l=±h + ih. (23) 
Die beiden Vorzeichen von /R entsprechen den bei-
den verschiedenen Ausbreitungsrichtungen. 

c) Linearisierung und Herleitung der Dispersions-
beziehung 

Unter Berücksichtigung des Störansatzes (21) 
linearisieren wir nun die Grundgleichungen. Für die 
Transportkoeffizienten lassen wir keine Störungen 
zu. Gradienten der Transportkoeffizienten sollen 
unberücksichtigt bleiben. Obwohl die Rotationsge-
schwindigkeit des Plasmas nach außen abfällt, wol-
len wir dennoch mit konstantem D rechnen. Auf den 
qualitativen Einfluß des Abfallens der Rotations-
geschwindigkeit wird bei der Diskussion der Ergeb-
nisse eingegangen werden. Zur Abkürzung setzen 
wir div V* = U* und erhalten dann aus der Konti-
nuitätsgleichung (1) für die gestörte Dichte: 

f + ' . S o L " . dr co 
(24) 

Dabei ist wiederum 
co' = m + mü = OJR - i y , (25) 

wobei y die Anwachsrate bedeutet. 
Die Uinearisierung des Ohmschen Gesetzes liefert 

i co' B* = rot ( v * x B 0 ) 

+ r o t ( r 0 x B * ) -
Un o 

rot rot B*. (26) 

Die Störgrößen sind dabei dieselben9 wie in Ab-
schnitt II. Wenn wir eine charakteristische Frequenz 
für Magnetfelddiffusion durch 

(OA = l Iju0oL2 ( 2 7 ) 

einführen, und zur Abkürzung 

Z2 + m2 = n2 (28) 

setzen, so erhalten wir für die z-Komponente 

£ - dB, i Br U* 
OJ' — i n2 co, dr OJ' — i n-OK 

(29) 

Aus der Energiegleichung (18) bekommt man mit 
q = — x grad T (x = Wärmeleitfähigkeit) : 

Bt. 
3 jli0 d r 

Der Term AT*^-(n2/L2) T* kann durch p* und 
o* ausgedrückt werden. Mit (24) folgt dann für die 
Druckstörung die Beziehung: 

* = Vr d P 0 - , 1 — 
co' r dr o/(o/— in2 cox) (co'— in2coa) 

• {KtVr -K2U*} . (31) 
Dabei ist OJX , die charakteristische Frequenz für 
Wärmeleitung, gegeben durch: 

2 T0 x 
OJ.„ = — 

3 p 0 L'2 ' 

Die Koeffizienten Kt und K2 lauten: 

K ^ n ' a M - i n ' c o . ) ® - d f ° 
K dr 

(32) 

o u, ^ (33 a) 
4 i con oo' IL l dB, \2 

3 /'o \ dr 
K2 = PO (OJ' — i n2 ooa) (§ i OJ' + n2 ooy) 

4 i co,a co' l L dBz 

3 un 2 dr 
(33 b) 

Dabei ist dBjdr durch (5) festgelegt. Nachdem 
nun Bz, p* und q* durch v* und U* ausgedrückt 
sind, werden sie in die linearisierte Bewegungsglei-
chung eingsetzt. Dies liefert nach einer Reihe von 
Umformungen zwei Gleichungen für die r- und die 
9?-Komponente in den Unbekannten v* und U* 

9 Wenn man audi transversale Störkomponenten von B be-
rücksichtigt, so stellt sich heraus, daß diese nur untereinan-
der und nicht mit den übrigen Störgrößen verknüpft sind. 
Für das vorliegende Problem können wir daher wie früher 
schon von ihnen absehen. 
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L o0 0 / ( 0 / — i n2 coö) (co' — i n2 OJx) L o0 (w0 (co' — i n2 OJ0) 

m m Bz n2 co„ + -

= 0 (34 a) 

dBr 

L o0 to' (co' — i n2 OJö) ( 0 / — 1 n2 co,,) L ju0 o0 co' (OJ — i n2 coö) dr 
m Ko i m Bz 

L o0 co' ( 0 / — i n2 00 A) ( 0 / — i n2 OJx) L £>0 / /0 (co' — i n2 coö) 
= 0 . 

(34 b) 

Dabei ist die charakteristische Frequenz für Viskosi-
tät gegeben durch 

ojfl = ju/L2 Q0 . (35) 

Für v* und U* existieren nichttriviale Lösungen, 
wenn die Koeffizientendeterminante verschwindet. un (J coß i n der ungestörten Plasmasäule notwendig. 
Nach Beseitigung von co' aus den Nennern und eini- Direkte Messungen der genannten Größen sind im 

d) Modell des ungestörten Bogens 

Zur Lösung des Gleichungssystems (37) ist die 
Kenntnis der Temperatur-, Dichte- und Druckvertei-
lung sowie der charakteristischen Frequenzen coö , coÄ 

gen weiteren Umformungen lautet diese 

D(OJ',1) = 
An A12 

A01 Ao-J 
= 0 

mit 
An = co' [<o' + i o)ß (l2 — m2) ] n2, 

A12 = i l o / 2 — il 0/ (l2 — m2) —m2Q ( Q — 

(36) 

(36 a) 

(36 b) 

l21 = ( 0 / — i n2 coa) (00' — i n2 e o j 

• 1 0 / ( 0 / - i n2 coM) +HQ (ü - ~ co' J J ( 3 6 c ) 

l Kx 
L q0 ' 

A22 = — (co' — i n2 coö) (co' — i n2 00X) 

, > . o s l -2 B, dBz — (OJ — I n- 0J>J n~ coa 
L ju0 Qq dr 

• \ ß { Q - - m m ' ) + ( 3 6 d ) 

. I ( ' . 2 \ / Bz l K2 
+ 1 T ö (0J — 1 n 0JX) M + f 9 • 

L V0Q0 L~ Qo 

Zum Unterschied von (13) ist die Dispersionsbezie-
hung (36) abhängig von den Plasmagrößen im un-
gestörten Zustand. Damit stehende Wellen existieren, 

experimentellen Tei l 1 nicht vorgenommen worden. 
Inzwischen wurden von SCHWENN 10 Messungen mit 
Potentialsonden und magnetischen Sonden an einer 
vergleichbaren Bogenanordnung durchgeführt, aus 
denen sich der in Abb. 1 dargestellte Temperatur-

T[°K] 
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A b b . 1. Tempera turpro f i l nach SCHWENN 10. 

verlauf folgern läßt. Zur Vereinfachung der Lösung 
der Dispersionsbeziehung wollen wir annehmen, daß 

muß gleichzeitig mit D(co'I{, y, l R , l{) = 0 auch die d i e Temperaturverteilung für alle Magnetfeldstarken 
Beziehung D(co*, 7, - l R , h ) = 0 erfüllt sein. Wir d i e s e l b e s e i - B e i e i n e r gegebenen Temperaturvertei-
haben also folgendes reelles Gleichungssystem für l u n g ' , f e s t e n W e r t e n fur Umgebungsdruck pA und 

Feldstärke Bz ist bei Gültigkeit einer bestimmten 
Ionisationsformel die Druck- und Dichteverteilung 
in einer ruhenden, zylindersymmetrischen Plasma-
säule festgelegt (vgl. WIENECKE 5). Detaillierte Rech-

die vier Unbekannten OJR, y, lR und lj: 

R e{D(a)R,y, lR,h)} = 0 , 

lm{D(oj'R,y, lR,h)} = 0 , 

R C { / ) ( C O R , 7 , - / R , / I ) } = 0 , 

I m { D ( o j ^ , y , - / R , / i ) } = 0 . 
(37) 

10 R . SCHWENN, wird veröf fentl icht . 



nungen wurden v o n RAEDER und WIRTZ 11 für ein 
Wasserstoffplasma unter Verwendung der Saha-For-
mel und neuester Ergebnisse für die Wirkungsquer-
schnitte durchgeführt. Mit Hilfe dieses Maschinen-
programmes und des Temperaturverlaufs der Abb. 1 
wurden die Druckverteilungen für die verschiedenen 
Magnetfeldstärken berechnet (Abb. 2 ) . Dabei blieb 
der Einfluß der Rotation auf die Drudeverteilung 
außer Acht. 

P [ d y n / c m 2 ] 

10 5. 

10A-

B = 5 kG 

1 0 3 M r 
r [ c m ] 

0,5 1,0 1,5 

A b b . 2. Druckpro f i l für verschiedene M a g n e t f e l d s t ä r k e n . 

e) Transportkoeffizienten 

Zur Berechnung von coG gehen wir von folgendem 
Ausdruck für die Leitfähigkeit aus 6 

3 l / j i { k T ) * 
o = 

8 e2 In A \ 2 m 
Dabei ist 

y 
A = 

np n 

(38) 

(39) 

Die charakteristische Frequenz läßt sich nun nach 
(27) berechnen, wobei wir noch einen Faktor 2 be-
rücksichtigen müssen, da sich die Störungen immer 
senkrecht zur Richtung des Magnetfeldes abspielen. 

Für die Gesamtwärmeleitfähigkeit x, die zur Berech-
nung von ojx notwendig ist, wurde die Arbeit von 
RAEDER und W I R T Z 1 1 h e r a n g e z o g e n u n d das M a -
schinenprogram direkt für das vorliegende Problem 
übernommen. 

Die Ionenviskosität parallel zum Magnetfeld ist 
nach KAUFMANN 12 gegeben durch: 

5 (kT)SJ'-Vmi 
Vi« = 8 ]/jT e4 In A 

(40) 

Die Elektronen sind auf die Viskosität praktisch 
ohne Einfluß. Für die Viskosität senkrecht zum Ma-
gnetfeld wurde 

1 
4(o)iXi)2 

(41) 

verwendet (vgl. hierzu 1 2 ) . Dabei ist ojj die Ionen-
gyrofrequenz und r£ die Flugzeit der Ionen. Für r; 
gilt nach BRAKINSKII 13: 

T; = 
3 Vmi (k T)''1 

4 1 / t i e4 nt In A ' 
(42) 

Streng genommen werden die beiden zum Magnet-
feld senkrechten Richtungen in verschiedener Weise 
gegenüber der Parallelviskosität geändert. Von einer 
derartigen Korrektur wollen wir aber absehen, zu-
mal sich ojß erheblich kleiner als die beiden anderen 
charakteristischen Frequenzen erweist. In den Abb. 
3, 4 und 5 ist der Verlauf der charakteristischen 
Frequenzen oj„ , oox und o.)ß über dem Radius für 
verschiedene Magnetfeldstärken dargestellt. 

f) Numerische Lösung der Dispersionsbeziehung 

Zur Lösung der Dispersionsbeziehung (37) wurde 
der Temperaturverlauf der Abb. 1 stüdeweise durch 
Parabelzüge angenähert. Mit dem von RAEDER und 
W i R T Z 11 übernommenen Programm wurden für den 
Umgebungsdruck p,{ = 3,5 Torr und ein bestimmtes 
Ausgangsmagnetfeld B,i die zur jeweiligen Tempe-
ratur an der Stelle L gehörigen Drucke und Teilchen-
dichten berechnet. 

Für Q wurde entsprechend dem experimentellen 
Ergebnis der Wert Q = 2,8 • 106 s e c - 1 eingesetzt. 

Mit einem solchen für einen bestimmten Radius L 
des Bogens gültigen Satz von Plasmaparametern 
und charakteristischen Frequenzen wurde nun das 

11 J. RAEDER U. S. WIRTZ, Z . Natur forsch . 2 3 a, 1 6 9 5 [ 1 9 6 8 ] . 
12 A . N . KAUFMANN, Phys . F l u i d s 3 , 6 1 0 [ 1 9 6 0 ] . 

13 S. I . BRAGINSKI, i n : Rev iews of P lasma Phys i c s , V o l . 1, 
M . A . LEONTOVICH. Ed. Consultants Bureau , N e w Y o r k 
1965 . 
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A b b . 3. Rad ia l e r Ver lauf von u>0 für verschiedene M a g n e t f e l d -
stärken. 
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A b b . 4 . Rad ia l e r Ver lauf von co* für verschiedene M a g n e t f e l d -
stärken. 

Gleichungssystem (37) nach der Sekantenmethode 14 

gelöst. Dieses Verfahren hat den Vorteil, ohne Ab-
leitungen auszukommen. Es werden jedoch geschätzte 

1 0 4 -

10" 

[sec-i] 

B = 5kG 

10 2±-V 
r [cm] 

0.5 1.0 1.5 

A b b . 5. R a d i a l e r Ver lau f von 0 ) ß fü r verschiedene M a g n e t f e l d -
s tärken. 

Ausgangswerte benötigt, die bereits nahe an der 
Lösung liegen müssen, um Konvergenz zu gewähr-
leisten. Hat man jedoch für ein bestimmtes m, L 
und B eine Lösung gefunden, so kann man z. B. bei 
festem L und m die Lösung auch für andere Magnet-
feldstärken finden, indem man B leicht abändert und 
als Ausgangswert die vorherige Lösung verwendet. 
Um auch Lösungen für die höheren Moden bis 
m = 20 zu finden, wurde m ebenfalls kontinuierlich 
geändert, wobei natürlich nur die Resultate für ganz-
zahlige Werte sinnvoll sind. Für die speziellen Er-
fordernisse des vorliegenden Problems wurde ein 
vorhandenes Programm 15 umgearbeitet. Schwierig-
keiten bereitete vor allem das Auffinden geeigneter 
Ausgangswerte. Schließlich führte aber ein systema-
tisches Vorgehen zum Ziel, bei welchem davon aus-
gegangen wurde, daß /R von der Größenordnung m 
und Ii klein gegen /R sein sollte. Wegen des großen 
betragsmäßigen Unterschiedes der Größen ft)' und y 
einerseits und ZR und l\ andererseits erwies sich dop-
pelte Rechengenauigkeit als notwendig. 

14 P . WOLFE, C o m . A C M Bd . 2, Nr. 12, S. 1 2 - 1 3 [ 1 9 5 9 ] . 1 5 R . E. FUNDERLIC U. I. RINZEL, Share P r o g r a m m S D A 3334 . 



g) Ergebnisse 

Die numerische Lösung des Gleichungssystems 
(37) für verschiedene Radien L ergab, daß die An-
wachsrate einer festen Mode bei gegebener Magnet-
feldstärke mit L zunimmt. Die Vermutung liegt 
nahe, daß dies nur der Fall ist, solange O konstant 
angenommen wird. Läßt man probeweise dQ/dr 4= 0 
zu, — in Gl. (36 a) muß in diesem Fall der Term 
i Im co' L-dQ/dr addiert werden — , so zeigt sich 
eine drastische Reduktion der Anwachsraten. Aus 
diesem Grunde wurde in den Rechnungen L = 1 cm, 
das ist die Stelle maximaler Rotationsgeschwindig-
keit, eingesetzt. 

In Abb. 6 ist der Verlauf der Anwachsraten für 
die Moden m = 4 bis m = 20 in Abhängigkeit von 
der Magnetfeldstärke dargestellt. Bei kleinen Magnet-

I V 105 [sec1] 

B [kG] 

20 25 

A b b . 6. Verlauf der Anwachsraten für die M o d e n m = 4 bis 
m = 20 in Abhängigke i t von der Magnet fe ldstärke . 

feldstärken besitzen die niedrigen Moden die größ-
ten Anwachsraten. Mit steigender Magnetfeldstärke 
wachsen jeweils höhere Moden am schnellsten an. 
Abbildung 7 zeigt die Frequenz in Abhängigkeit 
von m für vier verschiedene Magnetfeldstärken. In 
Abb. 8 ist das Verhältnis lu/m dargestellt. Bemer-
kenswert ist, daß — insbesondere für hohe Mo-
den — die radiale Wellenlänge etwa gleich der azi-

mutalen wird. Wie im Falle ohne Dissipation wird 
also auch hier die instabile Zone mit m schmäler. 

Die Werte für l\, die sich bei der Lösung erge-
ben, sind durchweg negativ und klein gegen ZR (Abb. 
9 ) . Abbildung 10 schließlich zeigt die Abhängigkeit 
der Anwachsraten von der Rotationsgeschwindigkeit 
Q am Beispiel der Moden m = 5, m = 10, m = 15 
und m = 20 bei einer Magnetfeldstärke von 15 kG. 
Für kleine Rotationsgeschwindigkeiten verschwinden 
die Anwachsraten im Rahmen der numerischen Ge-
nauigkeit. Anzumerken ist ferner, daß das Verhält-

ü/R » 5 [sec"'] 

10 kG 

30 kG 

20 

A b b . 7. Frequenz der Instabilität im mitrotierenden System 
bei verschiedenen Magnetfeldstärken. 
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A b b . 8. Verhältnis von azimutaler zu radialer Wel lenlänge . 
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A b b . 9 . Verhäl tn is von l{ zu ZR . 

A b b . 10. Ver lauf der Anwachsra ten bei 5 = 15 k G in A b h ä n -
g igkei t von der W i n k e l g e s c h w i n d i g k e i t Q . 

nis , L• U*Iv* | = | An/AV2 \ der Unbekannten v* und 
U* des Gleichungssystems (34 a, b) in der Größen-
ordnung 1 0 - 2 liegt, d. h. die Störungen verlaufen 
nahezu divergenzfrei. 

IV. Diskussion 

Die Resultate der erweiterten Theorie, die die 
dissipativen Effekte mit einschließt, zeigen, daß eine 
erhebliche Reduktion der Anwachsraten für Moden 
mit großer azimutaler Wellenzahl gegenüber dem 
Fall ohne Dissipation auftritt. Der Vergleich der 
Werte der Magnetfeldstärke, bei welchen in Experi-
ment 1 die Moden m = 4 bis m = 7 auftreten, mit 
den Bereichen, in welchen sie auf Grund der Rech-

nung (Abb. 6) die größten Anwachsraten besitzen, 
zeigt, daß diese Bereiche bei niedrigeren Werten 
der Magnetfeldstärke liegen. Es ist anzunehmen, 
daß diese Unterschiede auf den Einfluß der Bogen-
zonen außerhalb des Maximums der Rotationsge-
schwindigkeit zurückzuführen sind. Wenn nämlich 
in den Rechnungen ein dQ/dr #= 0 zugelassen wird, 
so zeigt sich neben der erwähnten Reduktion der 
Anwachsraten audi eine Verschiebung des Kurven-
bildes der Abb. 6 zu höheren Magnetfeldstärken hin. 

In die gleiche Richtung geht auch der aus Abb. 10 
ersichtliche Effekt, daß nämlich bei einer festen 
Magnetfeldstärke beim Übergang zu kleineren Rota-
tionsgeschwindigkeiten niedrigere Moden größere 
Anwachsraten besitzen. Im Experiment deutet das 
Verhältnis co/(m— 1) Q, das — wenn man für Q 
den Wert 2 , 8 ' 1 0 6 s e c _ 1 einsetzt — bei etwa 0,6 
liegt, ebenfalls darauf hin, daß die Zonen am Rand 
des Bogens, in denen die Rotationsgeschwindigkeit 
schon unter dem Maximalwert liegt, für die Instabili-
tät mit von Bedeutung sind. Allerdings können Ef-
fekte dieser Art auf die Ergebnisse der Theorie 
lediglich modifizierend wirken, da sich im Experi-
ment gezeigt hatte, daß Betrag und radialer Verlauf 
der Rotationsgeschwindigkeit in dem Magnetfeld-
bereich, in welchem die Instabilität beobachtet wurde, 
kaum von der Magnetfeldstärke abhängen, so daß 
hierdurch allein die beobachtete Magnetfeldabhän-
gigkeit nicht erklärt werden könnte. 

Beim Vergleich zwischen Theorie und Experiment 
muß man bedenken, daß die Rechnungen auf recht 
groben Annahmen basieren. Die Rechnung trägt in 
doppelter Weise Modellcharakter, da sowohl die Stö-
rungen als auch der ungestörte Zustand der Plasma-
säule idealisiert wurden. Das dargelegte Modell kann 
daher nicht den Anspruch erheben, die Vorgänge in 
der instabilen Plasmasäule umfassend zu beschrei-
ben. Sicher würde die Berücksichtigung des z-Stro-
mes, der endlichen Bogenlänge und vor allem auch 
die Inhomogenität des Plasmas innerhalb der in-
stabilen Zone zu Modifizierungen führen. Zusam-
menfassend können wir eine Übereinstimmung in 
dem Sinne feststellen, daß die dargelegte Theorie 
mit Dissipation das Resultat liefert, daß bei nied-
rigen Magnetfeldstärken Moden mit kleinem m die 
größten Anwachsraten besitzen, und daß mit stei-
gender Magnetfeldstärke jeweils höhere Moden am 
schnellsten anwachsen. Dies kann das im Experiment 
beobachtete Auftreten höherer Moden mit steigender 
Magnetfeldstärke erklären. 



Herrn Prof. Dr. R. WIENECKE danke ich für seine 
Förderung und das Interesse, das er dieser Arbeit ent-
gegenbrachte. Herrn Dr. D. PFIRSCH und Herrn Dr. H. 
TASSO bin ich für wertvolle Ratschläge und Diskussio-
nen dankbar. Ebenso danke ich Herrn H. GORENFLO 

für die Durchführung der numerischen Rechnungen. — 
Diese Arbeit wurde im Rahmen des Vertrages zwischen 
dem Institut für Plasmaphysik und der Europäischen 
Atomgemeinschaft über die Zusammenarbeit auf dem 
Gebiete der Plasmaphysik durchgeführt. 

Hydrogen Plasma Production by Giant Pulse Lasers * 
P E T E R M U L S E R 

Institut für P lasmaphys ik , Garching bei M ü n c h e n 

(Z . Naturforsch. 25 a, 282—295 [1970] ; received 5 December 1969) 

T h e p r o b l e m of interact ion of an intense laser b e a m with sol id h y d r o g e n is theoret i ca l ly in-
vest igated in a one -d imens iona l p lane geometry . T h e t ime dependent d is tr ibut ions of density , tem-
perature a n d ve loc i ty of the p r o d u c e d p lasma as wel l as those of the sol id are f o u n d b y numer i ca l 
so lut ion of the h y d r o d y n a m i c equat ions f o r various laser powers . T h e m a x i m u m temperature can b e 
a p p r o x i m a t e l y expressed in c l o s e d f o r m as a func t i on of the laser intensity and t ime. T h e ca l cu la -
t ions a l l ow f o r the in f luence of thermal c o n d u c t i o n and viscosity . A t laser intensit ies a b o v e 1.8 x l O 1 1 

W / c m 2 the p lasma f r e q u e n c y rises above that of the laser in the transit ion sheath b e t w e e n the 
hot p lasma a n d the c o l d so l id . T h e p r o b l e m of absorpt ion and ref lect ion of laser radiat ion in this 
reg ion is invest igated. 

I. Introduction 

Nowadays giant pulse lasers reach intensities of 
10 1 2 W/cm 2 and more if focused with lenses of 
suitable focal length to an area of 1 (P 4 cm2. Emis-
sion thereby lasts between about 2 and 50 nsec. 
The interaction of such radiation fields with matter 
greatly differs from the usual picture of low-inten-
sity electromagnetic waves passing through a me-
dium. Numerous experiments since 1963 have de-
monstrated that a sufficiently intense laser will 
make transparent dielectrics opaque and cause a 
hot, dense plasma cloud to form on the surface. 

Near the ruby laser frequency (co = 2.73 X 10 l 0 

sec - 1 ) many insulators such as hydrogen appear 
completely transparent; with normal light sources 
their coefficients of absorption are almost zero. If, 
however, there are some free electrons in the insu-
lator, these in the intense radiation field of a laser 
can gain so much energy that they quickly increase 
in number as a result of collisional ionization, and 
strong absorption occurs. CARUSO et al. for 
example, have calculated that at a radiation inten-
sity of 1011 W/cm2 a 100 fx thick hydrogen foil be-

* A u s z u g aus der von der Fakultät für Masch inenwesen und 
Elektrotechnik der Technischen Hochschu le M ü n c h e n zur 
E r l a n g u n g des akademischen Grades e ines D o k t o r s der 
Naturwissenschaf ten g e n e h m i g t e n Dissertat ion über „ E r -
z e u g u n g von Wassers to f fp lasma durch R i e s e n i m p u l s l a s e r " 
des D ip l . -Phys . PETER MULSER. T a g der P r o m o t i o n 31. 7. 
1969 . 

comes opaque in less than 10~1 0 sec if there are 
106 free electrons per cm3 present when irradiation 
begins, i. e. a vanishingly small number compared 
with the number of atoms, which for solid hydrogen 
is 4.5 x 1022 cm" 3 . No matter where the first free 
electrons originate — whether from multiphoton 
absorption, from impurities in which they were 
loosely bound or from external charging — it was 
found experimentally time and again that with suf-
ficient laser intensity a highly absorbent layer of 
free electrons forms in a very short time. Any study 
of subsequent processes will therefore start from a 
certain initial ionization. 

In the field of fusion research one is mainly 
interested in the complete evaporation of solid or 
liquid drops of low atomic weight in a focused laser 
beam. The production, heating, and expansion of 
such a plasma was therefore studied theoretically 
in a spherical model on the assumption that the 
matter in the focus is fully ionized from the outset, 
and that the energy input is uniformly absorbed in 
the drop as long as its diameter does not exceed 
that of the focus as a result of expansion 2 - 4 . 

S o n d e r d r u c k a n f o r d e r u n g e n an Dr . P . MULSER, Institut für 
P lasmaphys ik . E x p e r i m e n t e l l e P l a s m a p h y s i k 3 , D-8046 
Garching be i M ü n c h e n . 

1 A . CARUSO. B . BERTOTTI, and P . GIUPPONI, N u o v o C im. 
4 5 B , 176 [ 1 9 6 6 ] , 

2 J. M . DAWSON, Phys . F lu ids 7 , 981 [ 1 9 6 4 ] . 
3 A . F. HAUCHT and D . H . POLK, Phys . F lu ids 9, 2 0 4 7 [ 1 9 6 6 ] . 
4 W . J. FADER, Phys . F l u i d s 11, 2 2 0 0 [ 1 9 6 8 ] . 


